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 Une Bijection Explicative de Plusieurs Proprie ´  te ´  s Remarquables des
 Ponts
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 We establish a bijection between ‘bridges’ (or words of Dyck language) that explains some of
 their combinatorial properties .
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 1 .  I NTRODUCTION
 1 . 1 .  Dans l’article [1] , Kreweras e ´  tudie syste ´  matiquement les proprie ´  te ´  s des ponts et
 e´ tablit notamment , par des de ´  nombrements approprie ´  s , les trois proprie ´  te ´  s suivantes ,
 valables pour les ponts de porte ´  e  n :
 ( a  )  les ponts ayant  a  arches sont aussi nombreux que les ponts commenc ¸  ant par  a
 e τ a pi e s  a s c e É d a É τ e s §
 ¸e ´  tapes ascendantes ;
 ( b  )  les ponts ayant  b  paliers sont aussi nombreux que les ponts ayant n  2  b  1  1  paliers ;
 ( g  )  les ponts de degre ´   g  sont aussi nombreux que les ponts de hauteur  g .
 Notre objet est de de ´  finir une bijection particulie `  re  v  de l’ensemble  P n  des ponts de
 porte ´  e  n  dans lui-me ˆ  me , et de montrer que ( a  ) ,  ( b  ) et ( g  ) s’expliquent aise ´  ment par
 les proprie ´  te ´  s de cette bijection . Nous e ´  tablirons en outre que cette dernie `  re
 transforme l’une dans l’autre deux ope ´  rations sur les ponts , la de ´  rivation et la
 compression . Auparavant , nous pre ´  ciserons les de ´  finitions et la terminologie
 ne ´  cessaires .
 1 . 2 .  Les ponts se recontrent dans la litte ´  rature sous dif fe ´  rentes de ´  finitions
 e´ quivalentes . Dans ce qui suit , nous adopterons la de ´  finition que voici : un pont  P  de
 porte ´  e n est une suite de 2 n  lettres  a  ou  b ,  comprenant  n  lettres  a  et  n  lettres  b ,  et telle
 que ,  ;  i  P  h 1 ,  2 ,  .  .  .  ,  n j  le ie `  me  b  n’apparaisse jamais avant le ie `  me  a .
 E XEMPLE .  n  5  16 :
 P  5  a  a  b  b  a  a  a  a  a  b  b  a  a  b  b  a  b  b  b  a  a  b  b  a  a  b  b  b  a  a  b  b  .
 2  1  5  4  5  4  4  3  2  3  2  3  2  1  2  1
 La repre ´  sentation ge ´  ome ´  trique d’un pont est fournie par un chemin du plan
 carte ´  sien usuel , joignant le point (0 ,  0) au point ( n ,  n ) ,  et compose ´  de  n  e ´  tapes
 sud – nord ou ascendantes (e ´  tapes  a ) et de  n  e ´  tapes ouest – est (e ´  tapes  b ) , toutes de
 longueur unite ´  et se succe ´  dant dans l’ordre de ´  fini par  P ; la de ´  finition de  P  implique que
 ce chemin est situe ´  tout entier a `  l’inte ´  rieur ou sur la frontie `  re du triangle forme ´  par
 l’axe  Oy ,  la droite  y  5  n  et la diagonale  y  5  x  (Figure 1) .
 Le pont  P  sera assimile ´  a `  sa repre ´  sentation ge ´  ome ´  trique , ce qui rend en particulier
 naturelles les conventions de langage suivantes :
 (i)  Arche  : partie d’un pont comprise entre deux points successifs situe ´  s sur la
 diagonale (chaque arche a une porte ´  e entie `  re positive ; la porte ´  e du pont est la somme
 des porte ´  es de ses arches) .
 (ii)  Saut  : succession maximale d’e ´  tapes  a .
 (iii)  Palier : succession maximale d’e ´  tapes  b .
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 F IGURE 1 .  Porte ´  e : 16 , 3 archers et 7 paliers .
 (iv)  Virage a `  droite : occurrence de  ab .
 (v)  Virage a `  gauche : occurrence de  ba .
 Nous utiliserons e ´  galement le mot  e´ tage  avec la signification particulie `  re que voici :
 un e ´  tage est forme ´  d’un palier et de son prolongement jusqu’a `  la diagonale , y compris
 le point sur cette dernie `  re .
 1 . 3 .  Il est commode de coder les ponts a `  l’aide de  n  symboles (au lieu de 2 n ) .  On
 peut pour cela associer a `  chacun des  b  un entier e ´  gal au nombre des a qui le pre ´  ce `  dent
 diminue ´  du nombre de  b  qui le pre ´  ce `  dent ; la suite des ces entiers constitute le  code  du
 pont . Dans l’exemple ci-dessus le code de  P  est : 2  1  5  4  5  4  4  3  2  3  2  3  2  1  2  1 .
 D’une fac ¸  on ge ´  ne ´  rale le code d’un pont se notera  k 1 k 2  .  .  .  k n .  Dans la de ´  part de la
 j e` me e´ tape  b .  Le plus grand de ces entiers est par de ´  finition la hauteur du pont .
 Il est toujours imme ´  diat de revenir du code d’un pont a `  ce pont lui-me ˆ  me .
 Nous appellerons par de ´  finition  type  d’un pont de hauteur  g  , la suite  t 1 t 2 t 3  ?  ?  ?  t g  ,  ou `
 t j  est le nombre d’occurrences de l’entier  j  dans le code . Le code est toujours une
 g  -composition de la porte ´  e ( t j  >  1 , t 1  1  t 2  1  ?  ?  ?  1  t g  5  n ) .
 Le terme  t 1 est le nombre d’arches .
 Le pont  P  de l’exemple ci-dessus a pour type 3  5  3  3  2 .
 1 . 4 .  L EMME .  Le code d ’ un pont est de ´  termine ´  sans ambiguite ´  si l ’ on en connaı ˆ  t le
 type et chacune des sous - suites S j de ce code qui se re ´  duisent aux termes e ´  gaux a `  j ou a `
 j  1  1  (  j  P  h 1 ,  2 ,  .  .  .  ,  g  2  1 j ) .
 En ef fet si l’on a de ´  termine ´  la sous-suite du code des termes e ´  gaux a `  1 ,  2 ,  .  .  .  ,  j ,  on
 ne peut y intercaler des termes  j  1  1 qu’a `  des emplacements pre ´  ce ´  dant imme ´  diatement
 des termes  j ,  or l’ensemble de ces emplacements est de ´  termine ´  par la connaissance de
 S j . On peut ainsi , de proche en proche a `  partir de  S 1  ,  de ´  terminer ce code tout entier .
 1 . 5 .  R EMARQUES .  1 . 5 . 1 .  L’ensemble  P n  des ponts de porte ´  e  n  posse `  de une structure
 de treillis pour la relation d’ordre partiel de ´  finie par la comparaison terme a `  terme des
 codes . Le pont minimal est  abab  ?  ?  ?  ab  5  ( ab ) n ,  qui a pour code 111  ?  ?  ?  1  5  1 n ,  pour
 type  n  et pour hauteur 1 . Le pont maximal est  aaa  ?  ?  ?  abbb  ?  ?  ?  b  5  a n b n ,  qui a pour
 code  n ,  n  2  1 ,  .  .  .  ,  2 ,  1 pour type 111  ?  ?  ?  1  5  1 n  et pour hauteur  n .
 1 . 5 . 2 .  Parmi les ponts de  P n  ,  on peut convenir d’appeler purs ceux dont chaque
 arche de porte ´  e  p  peut s’e ´  crire  a p b p .  Sur un pont pur , tous les virages a `  gauche sont
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 situe ´  s sur la diagonale . (En particulier les ponts extre ˆ  mes ( ab ) n  et  a n b n  sont tous les
 deux purs . ) Etant donne ´   P  P  P n  ,  nous appelerons support de  P  et nous noterons  P * le
 plus grand pont pur majore ´  par  P ; sur la Figure 1 ,  P  apparaı ˆ t en traits gras et  P * en
 traits fins .
 2 .  D ERIVATION
 2 . 1 .  D E ´  FINITION .  La de ´  rivation des ponts a e ´  te ´  de ´  finie dans [1] avec utilisation , a `
 titre auxiliaire , de la notion d’e ´  ventail de segments , dont nous ne nous servirons pas ici .
 Nous partirons de la de ´  finition e ´  quivalente que voici .
 Etant donne ´  dans  P n  un pont  P  ayant  b  paliers , pour tout  j  P  h 1 ,  2 ,  .  .  .  ,  b  2  1 j  il y a
 apre `  s le  j e` me palier au moins un saut (et e ´  ventuellement plusieurs) dont l’abscisse est
 infe ´  rieure ou e ´  gale a `  l’ordonne ´  e de ce palier . Appelons  k j 9 le nombre de ces sauts . On
 peut aussi de ´  finir  k j 9 comme le nombre de virages a `  gauche dont la projetante sur  Ox
 rencontre l’e ´  tage du  j e` me  palier . Il est aise ´  de s’assurer que la suite  k 9 1 k 9 2  ?  ?  ?  k 9 b 2 1 peut
 eˆ tre prise comme code d’un pont appartenant a `   P b 2 1 ; ce pont sera appele ´  par
 de ´  finition le de ´  rive ´  de  P ,  et sera note ´   D ( P ) ou  P 9 .
 2 . 2 .  E XEMPLE :
 code  de  P :  2  1  5  4  5  4  4  3  2  3  2  3  2  1  2  1 ;
 code  de  P 9 :  1  2  2  1  1  1 .
Il y a deux
virages a gauche
au-dessus de
l,etage 3
'
'
Donc k,3 = 2
 F IGURE 2
 Ce pont a 7 paliers ( b  2  1  5  6) .
 Abscisses des sauts : (0) , 2 , 4 , 6 , 9 , 11 , 14 .
 1 e r  palier :  ordonne ´  e  2 ,  k 9 1  5  1 ,  saut  d’abscisse  2
 2 e` me  7 ,  k 9 2  5  2 ,  4  et  6
 3 e` me  9 ,  k 9 3  5  2 ,  6  et  9
 4 e` me  10 ,  k 9 4  5  1 ,  9
 5 e` me  12 ,  k 9 5  5  1 ,  11
 6 e` me  14 ,  k 9 6  5  1 ,  14
 Le pont de ´  rive ´  de  P  a pour code 1  2  2  1  1  1 :
 D ( P )  5  P 9  5  a  b  a  a  b  a  b  b  a  b  a  b .
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 2 . 3 .  P ROPRIE ´  TE ´  S .  La porte ´  e du pont de ´  rive ´  de  P  e´ tant e ´  gale au nombre de virages a `
 gauche de  P ,  on voit que la de ´  rivation diminue la porte ´  e d’au moins une unite ´  (d’une
 seule si et seulement si  P  est le pont minimal) . Le pont maximal d’une porte ´  e donne ´  e ,
 et lui seul , a pour de ´  rive ´  le ‘pont vide’ .
 On s’assure aise ´  ment :
 (i)  que la j e` me arche du support de  D ( P ) a pour porte ´  e le nombre de virages a `  gauche
 de  P ,  situe ´  s au-dessus de la  j e` me arche de son support  P * ;
 (ii)  que le degre ´  d’un pont , qui e ´  tait de ´  fini dans [1] comme le nombre de de ´  rivations
 successives ne ´  cessaires pour passer de ce pont au pont vide , diminue bien d’une unite ´
 par de ´  rivation ; le degre ´  , d’un pont  P  se de ´  finit ici comme le nombre d’arches de son
 support  P * .
 3 .  C OMPRESSION
 La notion de compression d’un pont a e ´  te ´  introduite par Poupard en [2] .
 Etant donne ´  un pont  Q ,  son comprime ´   C ( Q ) s’obtient en soulignant dans  Q  toutes
 les occurrences de  ab  puis en raccordant tout ce qui n’est pas souligne ´  .
 E XEMPLE .  n  5  16 :
 Q  5  a  b  a  a  b  a  a  b  a  a  a  b  a  a  b  a  b  b  b  a  b  b  b  a  b  a  a  b  b  a  b  b  P  P 1 6  ,
 C ( Q )  5  a  a  a  a  a  b  b  b  b  a  b  b  P  P 6  ,
 code  de  Q :  1  2  3  5  6  6  5  4  4  3  2  2  3  2  2  1  ,
 code  de  C ( Q ) :  5  4  3  2  2  1  .
 On s’assure aise ´  ment que pour e ´  crire le code de  c ( Q ) il suf fit de re ´  e ´  crire , dans
 l’ordre , ceux des entiers (souligne ´  s dans l’exemple ci-dessus) qui dans le code de  Q  sont
 pre ´  ce ´  de ´  s de l’entier imme ´  diatement supe ´  rieur . Il en re ´  sulte notamment que la
 compression diminue la hauteur d’une unite ´  .
 4 .  B IJECTION  v
 De ´  finissons de la manie `  re suivante la bijection  v  :  P n  5  P n .
 Partant de  P  P  P n  ,  on construit d’abord le support  P * ,  de me ˆ  me porte ´  e , qui se
 compose de  g  arches . Dans la repre ´  sentation ge ´  ome ´  trique , on peut appeler  A j
 l’extre ´  mite ´  de la premie `  re e ´  tape  b  de la  j e` me arche de  P * .  Les  g  points  A j  et les e ´  tapes
 qui y aboutissent sont communs a `   P  et  P * ; de plus  P  et  P * coı ¨ ncident comple `  tement
 avant  A 1 et apre `  s  A g  (Figure 1) .
 Pour de ´  finir  v  ( P ) ,  on forme son code en de ´  finissant d’abord les sous-suites  S j  de
 celui-ci qui se re ´  duisent aux termes e ´  gaux a `   j  et  j  1  1 ,  puis en appliquant le Lemme 1 . 4
 Pour de ´  terminer  S j  ,  on examine le tronc ¸  on de  P  compris entre  A j  et  A j 1 1 et l’on fait
 correspondre un terme  j  1  1 a `  chaque a et un terme  j  a `  chaque  b .
 Le type ( t 1 t 2  ?  ?  ?  t g ) du pont  v  ( P ) ainsi construit n’est autre que la suite des porte ´  es
 des arches de  P * ;  v  ( P ) a donc bien me ˆ  me porte ´  e que  P .  La construction est re ´  versible .
 En ef fet si l’on se donne  Q  P  P n  ,  la connaissance de son type permet de de ´  terminer les
 points  A 1 A 2  ?  ?  ?  A g  du support  P * ,  et la connaissance des sous-suites  S j  du code de  Q
 permet de de ´  terminer les tronc ¸  ons  A j A j 1 1 de  P  lui-me ˆ  me , donc  P  tout entier .
 v  est donc bien une bijection de  P n  dans lui-me ˆ  me ; on peut la conside ´  rer comme
 de ´  finie sur l’ensemble de tous les ponts ,  ! n P N  P n .
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A3
A2
 F IGURE 3
 Il est trivial de ve ´  rifier que , pour  n  >  2 ,  v  transforme l’un dans l’autre le pont  a n b n  et
 le pont ( ab ) n ; cependant de `  s que  n  >  2 ,  v  n’est pas une involution .
 E XEMPLE :
 code  de  P :  2  1  5  4  5  4  4  3  2  3  2  3  2  1  2  1 ,
 Code  de  Q  5  v  ( P ) :  1  2  3  5  6  6  5  4  4  3  2  2  3  2  2  1 ;
 entre  A 2 et  A 3  ,  on a la se ´  quence  b  a  a  b  b  a  b  b  ;
 d’ou `  dans l’image la succession : 2  3  3  2  2  3  2  2  .
 Tronc ¸  ons  E ´  tapes de  P  S j  du code de  v  ( P )
 A 1 A 2
 A 2 A 3
 A 3 A 4
 A 4 A 5
 A 5 A 6
 b  a  a  a  a  a  b
 b  a  a  b  b  a  b  b
 b  a  a  b  b
 a  a  b  b
 b  a  a  b
 1  2  2  2  2  2  1
 2  3  3  2  2  3  2  2
 3  4  4  3  3
 5  5  4  4
 5  6  6  5
 Pour le code de  v  ( P ) ,  on a de proche en proche :
 h 1 ,  2 j  5  1  2 0  2  2 9  2  2  1
 h 1 ,  2 ,  3 j  5  1  2  3 0  3  2  2  3  2  2  1
 h 1 ,  2 ,  3 ,  4 j  5  1  2  3 0  4  4  3  2  2  3  2  2  1
 h 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 j  5  1  2  3  5 0  5  4  4  3  2  2  3  2  2  1
 h 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 j  5  1  2  3  5  6  6  5  4  4  3  2  2  3  2  2  1
 5 .  P ROPRIETIES
 Sur le pont  P  ci-dessus , il est facile de ve ´  rifier les trois proprie ´  te ´  s ge ´  ne ´  rales qui vont
 eˆ tre e ´  tablies :
 ( a  )  Si P commence par  a  e´ tapes a ,  v  ( P )  posse `  de  a  arches .
 ( b  )  Si P  P  P n posse `  de  b  paliers ,  v  ( P )  posse `  de n  2  b  1  1  paliers .
 ( g  )  Si P est de degre ´   g  ,  v  ( P )  est de hauteur  g .
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 De ces trois e ´  nonce ´  s re ´  sultent imme ´  diatement les trois e ´  nonce ´  s de ´  signe ´  s par les
 me ˆ  mes lettres en 1 . 1 .
 5 . 1 .  Le nombre d’arches de  v  ( P ) est e ´  gal au nombre de termes 1 dans le code de
 v  ( P ) ; c’est donc par construction le nombre d’e ´  tapes  b  de  P  entre  A 1 et  A 2  .  Or ce
 nombre n’est autre que la porte ´  e de la premie `  re arche du support  P * de  P ,  donc aussi
 le nombre de a avant le premier  b  de  P .  La bijection  v  transforme ainsi tout pont qui
 commence par  a a b  ?  ?  ? en un pont ayant  a  arches .
 5 . 2 .  Le nombre d’occurrences de  j  1  1 suivi de  j  dans le code de  v  ( P ) est e ´  gal , par
 construction , au nombre d’occurrences de ab entre  A j  et  A j 1 1  .  Si  P  posse `  de au total  b
 paliers , tous sauf le premier correspondent , dans le code de  v  ( P ) ,  a `  l’occurrence d’un
 entier suivi de l’entier imme ´  diatement infe ´  rieur ; donc dans le pont  v  ( P ) lui-me ˆ  me ,
 dans l’occurrence de  bb ,  c’est-a `  -dire d’un  b  imme ´  diatement pre ´  ce ´  de ´  d’un autre  b .  Il y a
 alors , dans  v  ( P ) , n  2  ( b  2  1) occurrences d’un  b  pre ´  ce ´  de ´  d’un  a ,  donc finalement
 n  2  b  1  1  paliers . La bijection  v  transforme un pont de porte ´  e  n  a`  b  paliers en un pont
 a`  n  2  b  1  1 paliers .
 5 . 3 .  Le degre ´   g  de  P  est le nombre d’arches de son support  P * .  La construction du
 code de  v  ( P ) entraı ˆ ne que le plus grand entier pre ´  sent dans ce code est pre ´  cise ´  ment  g .
 g  est donc la hauteur de  v  ( P ) .  La bijection  v  transforme tout pont de degre ´   g  en un
 pont de hauteur  g .
 6 .  T HEOREME
 T HEOREME .  La bijection  v  transforme les de ´  ri y  ations en compressions .
 Cet e ´  nonce ´  signifie que , quel que soit le pont  P ,  on a toujours  C ( v  ( P ))  5  v  ( D ( P )) ,
 ce que nous noterons  C ( Q )  5  v  ( P 9 ) ; ou encore que le diagramme ci-dessous est
 commutatif :
 Pour l’e ´  tablir , on comparera , dans les codes des deux ponts  v  ( P 9 ) et  C ( Q ) ,  le
 nombre (e ´  ventuellement nul) de termes  i  1  1 qui apparaissent entre le (  j  2  1) e` me et le
 j e` me terme  i  (avant le premier  i  si  j  5  1) .  Si on appelle ce nombre  u  pour  v  ( P 9 ) et  y
 pour  C ( Q ) ,  il s’agit de montrer que  u  5  y  .
 6 . 1 .  Par suite de la de ´  finition de  v  ,  u  n’est autre que le nombre d’e ´  tapes a qui se
 placent , dans  P 9 ,  entre la (  j  2  1) e` me et la  j e` me des e ´  tapes  b  du tronc ¸  on  A i 9 A 9 i 1 1 (les
 points  A i 9 se de ´  finissent a `  partir du support de  P 9 comme les points  A i  se de ´  finissaient a `
 partir du support de  P ) .  Si  A 9 i  a pour abscisse  x ,  ce nombre n’est autre que
 l’accroissement d’ordonne ´  e de  P 9 a `  l’abscisse  x  1  j  2  1 ,  c’est-a `  -dire  k 9 x 1 j  2  k 9 x 1 j 2 1  1  1
 (ou `  la suite des  k 9 de ´  signe le code de  P 9 ) . Ainsi  u  5  k 9 x 1 j  2  k 9 x 1 j 2 1  1  1 .
 6 . 2 .  Le code de  C ( Q ) est la partie souligne ´  e du code de  Q ,  comme dans l’exemple
 du 3 .
 Le nombre  y   est ainsi le nombre d’occurrences de ( i  1  2 ,  i  1  1) entre la (  j  2  1) e` me et
 la  j e` me occurrence de ( i  1  1 ,  i ) dans le code de  Q  5  v  ( P ) .  Or aux occurrences de
 Bijection entre ponts  123
(x + 1)eme    palier
Ai +2
Ai +1
Ai
(x + 3)eme    palier'
(x + 2)eme    palier'
'
k,x + 3 = 4
k,x + 2 = 4
k,x + 1 = 4
k,x  = 3
v = 1
v = 1
v = 2
2eme    palier'
 F IGURE 4
 ( i  1  2 ,  i  1  1) correspondent des virages a `  droite dans le tronc ¸  on  A i 1 1 A i 1 2 de  P ,  virages
 dont chacun a pour abscisse celle du saut qui le pre ´  ce `  de . De me ˆ  me aux occurrences de
 ( i  1  1 ,  i )  dans le code de  Q ,  correspondent des virages a `  droite dans le tronc ¸  on  A i A i 1 1
 de  P ,  dont chacun a pour ordonne ´  e celle du palier qui le suit . Il en re ´  sulte que  y   est le
 nombre de sauts de  P  dont l’abscisse est infe ´  rieure ou e ´  gale a `  l’ordonne ´  e du  j e` me palier ,
 mais supe ´  rieure a `  celle du (  j  2  1) e` me palier . Avec l’aide de la Figure 4 , il est facile de
 voir que ce nombre re ´  sulte de la comparaison de deux termes conse ´  cutifs du code de
 P 9 ; plus pre ´  cise ´  ment , si  A i  est sur le  x e` me palier de  P ,  on a :
 y  5  k 9 x 1 j  2  k 9 x 1 j 2 1  1  1 .
 Le the ´  ore `  me est donc de ´  montre ´  .
 7 .  C YCLES
 7 . 1 .  Il re ´  sulte de la proprie ´  te ´  ( b  ) que les ponts successifs d’un cycle de  v  posse `  dent
 alternativement  b  et  n  2  b  1  1 paliers ; les cycles de ´  finis par  v  sur  P n  sont donc en
 ge ´  ne ´  ral de longueur paire . Cette proprie ´  te ´  ne peut e ˆ  tre en de ´  faut que si  n  est impair
 et  b  5  ( n  1  1) / 2 : c’est ce qui arrive par exemple pour  n  5  3 et  b  5  2 (Figure 4
 ci-dessous , ponts de ´  signe ´  s par leur codes)
 Le caracte `  re exceptionnel des cycles de longueur impaire , rend inte ´  eressante l’e ´  tude
 de la bijection ite ´  re ´  e  v  2 ,  qui conserve l’ensemble  P n , b  des ponts de porte ´  e  n  ayant  b
 paliers . Il apparaı ˆ t que la structure cyclique de  v  2 sur  P n , b  ne se pre ´  sente pas d’une
 manie `  re tre `  s simple , me ˆ  me sur  P n , 2 qui a pour cardinal  n ( n  1  1) / 2 .
 Il est cependant assez facile d’e ´  tablir le re ´  sultat suivant : les seuls points fixes
 possibles de  v  2 sur  P n , 2 se pre ´  sentent pour  n  5  4 k  2  2 ,  et pour  k  entier positif donne ´  , il
 y a un point fixe et un seul , qui est le pont de code 2 k  2  1 ,  2 k  2  2 ,  .  .  .  ,  k ,  3 k  2  2 ,  3 k  2
 3 ,  .  .  .  ,  2 ,  1 .  Le pont de  P 4 k 2 2 , 4 k 2 3 qui lui correspond par  v  a pour code 1
 k 2 1 2 2 k 2 1 1 k .
 D’autres points fixes de  v  2 peuvent apparaı ˆ tre sur  P n , b , pour 2  ,  b  ,  n  2  1 ; par
 exemple :
 3244321  ⁄ R
 v
 v
 1222121
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 7 . 2 .  Si n est impair et  b  5  ( n  1  1) / 2 ,  la bijection  v  elle-me ˆ  me peut avoir un point
 fixe . C’est le cas pour les ponts suivants :
 n  5  5 ,  b  5  3
 2  3  2  1  1
 n  5  7 ,  b  5  4
 2  4  3  2  2  1  1
 n  5  13 ,  b  5  7
 2  3  5  4  5  4  3  2  1  2  2  2  1
 Le recensement des ponts posse ´  dant cette proprie ´  te ´  demeure un proble `  me ouvert .
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